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光子 (ボゾン), クォーク vs グルオン，核子 vs 中間子である．本稿ではスカラーボゾンと
非相対論的なシュレディンガー作用素に従う量子の相互作用を考える．そのために，ボゾ
ンについて基本的なことを述べる．
\S 1.1. Boson Fock 空間
$\psi$ を Hilbert 空間とし，$\otimes_{s}^{n}\mathscr{W}$ は $\mathscr{W}$ の $n$-重対称テンソル積を表す．つまり $\otimes_{s}^{n}W=$
$S_{n}(\otimes^{n}W)$ でユニタリー作用素 $S_{n}$ は
$S_{n}(f_{1} \otimes\cdots\otimes f_{n})=\frac{1}{n!}\sum_{\pi\in\wp_{n}}f_{\pi(1)}\otimes\cdots\otimes f_{\pi(n)}, n\geq 1,$
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$( \Psi, \Phi)_{\mathscr{F}}=\sum_{n=0}^{\infty}(\Psi^{(n)}, \Phi^{(n)})ff(n)$
で与えられる．$(\mathscr{F}(\mathscr{W}),$ $)_{\mathscr{T}(\nu)}/$ ) は劉上の Boson Fock 空間といわれ，これは Hilbert
空間である．Fock 空間夕は $\ell_{2}$-列 $(\Psi^{(n)})_{n\in N}$ で $\Psi^{(n)}\in \mathscr{F}^{(n)}$ かつ
$\Vert\Psi\Vert_{p}^{2}=\sum_{n=0}^{\infty}\Vert\Psi^{(n)}\Vert_{\ovalbox{\tt\small REJECT}(n)}^{2}<\infty$
となるものと同一視される．$\Omega=(1,0,0$ , は Fock真空とよばれる．生成消滅作用素
という夕上の 2つの重要な閉作用素を定義しよう．それは $a^{*}(f)$ , $a(f)$ と表され，
$(a^{*}(f)\Psi)^{(n)}=\sqrt{n}S_{n}(f\otimes\Psi^{(n-1)}) , n\geq 1, (a^{*}(f)\Psi)^{(0)}=0$
で定義される．これらは可閉作用素でその閉包も同じ記号で書くことにする．定義域は




$L.H.\{a^{*}(f_{1})\cdots a^{*}(f_{n})\Omega, \Omega|f_{j}\in D, j=1, n, n\geq 1\}$
も稠密になる．
$\mathscr{F}fin=\{(\Psi^{(n)})_{n\geq 0}\in \mathscr{F}|\exists Ms.t. \Psi^{(m)}=0(\forall m\geq M)\}$
は有限粒子部分空間といわれる．$a,$ $a^{*}$ は $\mathscr{F}fin$ を不変にし，$\mathscr{F}fin$ 上で正準交換関係
$[a(f), a^{*}(g)]=(\overline{f}, g)1, [a(f), a(g)]=0, [a^{*}(f), a^{*}(g)]=0$
をみたす．$T$ を卿上の縮小作用素とする．$T$ の第 2量子化 $r(T)$ を
$\Gamma(T)=\bigoplus_{n=0}^{\infty}(\otimes^{n}T)$
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で定義する．ここで $\otimes^{0}T=1.$ $\Gamma(T)$ も縮小作用素になる．自己共役作用素 $h$ に対して
$\{\Gamma(e^{ith}) :t\in \mathbb{R}\}$ は強連続 1径数ユニタリー群になる．Stone の定理により一意的な自己




$d \Gamma(h)\Omega=0, d\Gamma(h)a^{*}(f_{1})\cdots a^{*}(f_{n})\Omega=\sum_{j=1}^{n}a^{*}(fi)\cdots a^{*}(hf_{j})\cdots a^{*}(f_{n})\Omega.$
第 2量子化作用素のスペクトルは
$\sigma(d\Gamma(h))=\overline{\{\sum_{j=1}^{n}\lambda_{j}\lambda_{j}\in\sigma(h),j=1,\ldots,n,n\geq 1\}\cup\{0\}},$
$\sigma_{p}(d\Gamma(h))=\{\sum_{j=1}^{n}\lambda_{j}|\lambda_{j}\in\sigma_{p}(h),j=1, n, n\geq 1\}\cup\{0\}$
となるので，もし $0\not\in\sigma_{p}($ん $)$ ならば d$\Gamma$ (ん) の固有値 $0$ は単純になる．$N=d\Gamma(1)$ は個数作
用素といわれ，$\sigma(N)=\sigma_{disc}(N)=\mathbb{N}U\{O\}$ である．$a\#(f)$ は非有界作用素である．そこで
有用な不等式を紹介する．
命題 1.1. $h$ は正の自己共役作用素，$f\in D(h^{-1/2})$ , $\Psi\in D(d\Gamma(h)^{1/2})$ とする．このと
き $\Psi\in D(a\#(f))$ かつ
$\Vert a(f)\Psi\Vert\leq\Vert h^{-1/2}f\Vert\Vert d\Gamma(h)^{1/2}\Psi\Vert,$ $\Vert a^{*}(f)\Psi\Vert\leq\Vert h^{-1/2}f\Vert\Vert d\Gamma(h)^{1/2}\Psi\Vert+\Vert f\Vert\Vert\Psi\Vert.$
特に $f\in D(h^{-1/2})$ のとき $D(d\Gamma(h)^{1/2})\subset D(a\#(f))$ .
最後に第 2量子化作用素と生成消滅作用素の交換関係を与えておく．
$[d\Gamma(h), a^{*}(f)]\Psi=a^{*}(hf)\Psi, [d\Gamma(h), a(f)]\Psi=-a(hf)\Psi.$
ここで $\Psi\in D(d\Gamma(h)^{3/2})$ 口角 n. これは極限操作により $\Psi\in D(d\Gamma(h)^{3/2})$ まで拡張でき







$[\Phi(f), \Pi(g)]=i{\rm Re}(f, g)$ , $[\Phi(f), \Phi(g)]=i{\rm Im}(f,g)$ , $[\Pi(f), \Pi(g)]=i{\rm Im}(f, g)$
がゎかる．$s-\lim_{m}\sum_{n=0}^{m}\frac{\Vert\Phi(f)^{n}\Psi\Vert t^{n}}{n!}<\infty$ が $\Psi\in \mathscr{F}fin$ と $t\geq 0$ で成り立つので Nelson
の解析ベクトル定理から $\Phi(f)$ と $\Pi(g)$ がともに $\mathscr{F}fin$ 上本質的自己共役作用素であるこ
とがわかる．その閉包も同じ記号で表す．Wick積 $: \prod_{i=1}^{n}\Phi(f_{i})$ :は帰納的に
$:\Phi(f):=\Phi(f)$ ,
$: \Phi(f)\prod_{i=1}^{n}\Phi(f_{i}) \Phi(f):\prod_{i=1}^{n}\Phi(f_{i}). -\frac{1}{2}\sum_{j=1}^{n}(f,f_{j}):\prod_{i\neq j}\Phi(f_{i})$ .
で定義される．すぐに
$: \Phi(f)^{n}:=\sum_{k=0}^{[n/2]}\frac{n!}{k!(n-2k)!}\Phi(f)^{n-2k}(-\frac{1}{4}\Vert f\Vert^{2})^{k}$
がわかる．: $\Phi(fi)\cdots\Phi(f_{n}):\Omega=2^{-n/2}a^{*}(fi)\cdots a^{*}(f_{n})\Omega$ なので
$(: \prod_{i=1}^{n}\Phi(f_{i}):\Omega, :\prod_{i=1}^{\gamma n}\Phi(g_{i}):\Omega)=\delta_{n\gamma n}2^{-n/2}\sum_{\pi\in \mathscr{P}_{n}}\prod_{i=1}^{n}(g_{i}, f_{\pi(i)})$
となる．さらに
$:e^{\alpha\Phi(f)}. \Omega=s-\lim_{marrow\infty}\sum_{n=0}^{rn}\frac{\alpha^{n}}{n!}:\Phi(f)^{n}:\Omega=e^{-(1/4)\alpha^{2}\Vert f||^{2}}e^{\alpha\Phi(f)}\Omega.$
\S 1.2. $\mathscr{Q}$-空間と Wiener-It\^o-Segal 同型
確率空間 $(\mathscr{Q}, \Sigma,\mu)$ 上の実ベクトル空間 $\mathscr{E}$ を指数にもつガウス型確率変数について考
える．
定義 1.2. (ガウス超過程) $\phi$(f), $f\in \mathscr{E}$ , が確率空間 $(\mathscr{Q}, \Sigma, \mu)$ 上の 8を指数に持つガ
ウス超過程であるとは次を満たすことである．
(1) $\phi(f)$ は $(\mathscr{Q}, \Sigma, \mu)$ 上のガウス過程で平均ゼロ，共分散が $\mathbb{E}_{\mu}[\phi(f)\phi(g)]=\frac{1}{2}(f_{9})_{9}.$
(2) $\phi(\alpha f+\beta g)=\alpha\phi(f)+\beta\phi(9)$ , $\alpha,$ $\beta\in \mathbb{R}.$
(3) $\Sigma$ は $\{\phi(f)|f\in \mathscr{E}\}$ を可測にする最小のシグマ代数．
ガウス超過程の存在は知られている．
$\mathscr{S}_{\mathscr{Q}}=\{F(\phi(f_{1}), \cdots, \phi(f_{n}))|F\in \mathscr{S}(\mathbb{R}^{n}), f_{j}\in \mathscr{E},j=1, n, n\geq 1\}$
と定義する．このとき次は同値であることが知られている．
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(1) $\mathscr{S}_{\mathscr{Q}}$ は $L^{2}(\mathscr{Q})$ で稠密．
(2) $\Sigma$ は $\{\phi(f)|f\in \mathscr{E}\}$ を可測にする最小のシグマ代数．
$L^{2}(\mathscr{Q})=L^{2}(\mathscr{Q}, \Sigma, \mu)$ とおく． $\mathscr{E}$ を実ヒルベルト空間とする．$L^{2}(\mathscr{Q})$ と $\mathscr{F}(\mathscr{E}_{\mathbb{C}})$ はユニタ
リー同値になることが知られている．ここで晩は複素ヒルベルト空間で $\mathscr{E}$ の複素化であ
るこれをみてみよう．Fock 空間の Wick 積と同様に $L^{2}(\mathscr{Q})$ 上の Wick 積を定義する．部
分空間を
$L_{n}^{2}(\mathscr{Q})=\overline{L.H.\{\cdot\prod_{i=1}^{n}\phi(f_{i}).f_{i}\in\mathscr{E},i=1,\ldots,n\}\cup\{1\}}$
としよう．このとき $L_{m}^{2}(\mathscr{Q})\perp L_{n}^{2}(\mathscr{Q})(n\neq m)$ がわかる．
$L^{2}( \mathscr{Q})=\bigoplus_{n=0}^{\infty}L_{n}^{2}(\mathscr{Q})$
はWiener-It\^o 分解として知られている．$Uw$ : $\mathscr{F}$ $(\mathscr{E}\mathbb{C}$ $)$ $arrow$ L2 $(\mathscr{Q}$ $)$ を
$U_{W}: \prod_{i=1}^{n}\Phi(f_{i}):\Omega=:\prod_{i=1}^{n}\phi(f_{i}):, f_{1}, f_{n}\in \mathscr{E}, U_{W}\Omega=1$
で定める．
命題 1.3. (Wiener-It\^o-Segal 同型) $U_{W}$ : $\mathscr{F}(\mathscr{E}_{\mathbb{C}})arrow L^{2}(\mathscr{Q})$ は次を満たす: (1)
$U_{W}\Omega=1$ , (2) $U_{W}\mathscr{F}^{(n)}(\mathscr{E}_{\mathbb{C}})=L_{n}^{2}(\mathscr{Q})$ , (3) $U_{W}\Phi(f)U_{W}^{-1}=\phi(f)$ .
$T:\mathscr{E}arrow \mathscr{E}$ を縮小作用素とし，晩上の縮小作用素に拡張しておく．
$U_{W}\Gamma(T)U_{W}^{-1}:L^{2}(\mathscr{Q})arrow L^{2}(\mathscr{Q})$
も $L^{2}(\mathscr{Q})$ 上の第 2量子化作用素とよばれ，簡単に $r(T)$ と書くことにする．すぐに
$\Gamma(T):\prod_{i=1}^{n}\Phi(f_{i})$ $\prod_{i=1}^{n}\phi(Tf_{i})$ : $\Gamma(T)1=1$
がわかる．さらに自己共役作用素んに対して $U_{W}d\Gamma(h)U_{W}^{-1}$ も混乱しない限りは簡単に
$d\Gamma(h)$ とかくことにする．もちろん
$d \Gamma(h)1=0 d\Gamma(h):\phi(f_{1})\cdots\phi(f_{n}):=\sum_{j=1}^{n}:\phi(f_{1})\cdots\phi(hf_{j})\cdots\phi(f_{n})$ :
である．




証明: $\Gamma(T)$ : $\exp(\alpha\phi(f))$ $:=:\exp(\alpha\phi(Tf))$ :が $\alpha\in \mathbb{C}$ に対して成立する．よって
$\Gamma(T)e^{\alpha\phi(f)}=e^{\alpha\phi(Tf)\not\in\alpha^{2}(f,(1-T^{*}T)f)}e$
となる．$F(\phi(fi), \cdots, \phi(f_{n}))\in \mathscr{S}_{\mathscr{Q}}$ に対しては，
$\Gamma(T)F(\phi(f_{1}), \cdots, \phi(f_{n}))$
$=(2 \pi)^{-n/2}\int_{R^{n}}d\vec{k}\hat{F}(\vec{k})e^{-zj=1(f_{i},(1-T^{*}T)f_{j})k_{i}k_{j}}e^{i\Sigma_{j=1}^{n}k_{j}\phi(Tf_{j})}1_{\Sigma_{i}^{n}},.$
$\Vert T\Vert\leq 1$ なので，$\{(f_{i}, (1-T^{*}T)f_{j})\}_{i,j}$ は正定値．よって $F$ とガウス核 $D_{T}$ のたたみこ
みで
$\Gamma(T)F(\phi(f_{1}), \cdots, \phi(f_{n}))=(2\pi)^{-n/2}(F*D_{T})(\phi(Tf_{1}), \cdots, \phi(Tf_{n}))$
と表せる．これから $F\geq 0$ は $\Gamma(T)F\geq 0$ を意味する． $\Psi\in L^{2}(\mathscr{Q})$ を非負としよう．
$F_{n}\in \mathscr{S}_{\mathscr{Q}}$ で $0\leq F_{n}arrow\Psi(narrow\infty)$ となる列が存在するので極限操作により命題が従
う．口
\S 1.3. スカラー場
スカラー場を考える．劉 $=L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ とする．このとき $\mathscr{F}^{(n)}$ は $L^{2}(\mathbb{R}^{dn})$ 上の対称関数
の全体 $\{f\in L^{2}(\mathbb{R}^{dn})|f(k_{1}, \ldots, k_{n})=f(k_{\pi(1)}, \ldots, k_{\pi(n)}),\forall\pi\in\wp_{n}\}$ と同一視できる．生
成消滅作用素は
$(a(f) \Psi)^{(n)}(k_{1}, k_{n})=\sqrt{n+1}\int_{\mathbb{R}^{d}}f(k)\Psi^{(n+1)}(k, k_{1}, k_{n})dk,$ $n\geq 0,$
$(a^{*}(f) \Psi)^{(n)}(k_{1}, k_{n})=\frac{1}{\sqrt{n}}\sum_{j=1}^{n}f(k_{j})\Psi^{(n-1)}(k_{1}, \hat{k}_{j}, k_{n})$ , $n\geq 1,$
$(a^{*}(f)\Psi)^{(0)}=0$
となる．$\omega$ : $L^{2}(\mathbb{R}^{d})arrow L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ はかけ算作用素で，次で定義される．
(1.2) $\omega(k)=\sqrt{|k|^{2}+m^{2}}, k\in \mathbb{R}^{d}.$
ここで $m\geq 0$ はボゾンの質量を表す．その第 2量子化作用素は
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とおく．
(1.4) $\sigma(H_{f})=[0, \infty) , \sigma_{p}(H_{f})=\{O\}$
である．特に $H_{f}\Omega=0$ . 交換関係は
$[H_{f}, a(f)]=-a(\omega f) , [H_{f}, a^{*}(f)]=a^{*}(\omega f)$ .
もし $f/\sqrt{\omega}\in L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ ならば次の有用な不等式
$\Vert a(f)\Psi\Vert\leq\Vert f/\sqrt{\omega}\Vert\Vert H_{f}^{1/2}\Psi\Vert, \Vert a^{*}(f)\Psi\Vert\leq\Vert f/\sqrt{\omega}\Vert\Vert H_{f}^{1/2}\Psi\Vert+\Vert f\Vert\Vert\Psi\Vert$
が成り立つ．形式的な表記 $a \#(f)=\int a^{*}(k)f(k)dk$ を断りなしに使う．
\S 1.4. Euclid 場とマルコフ性
ガウス超過程の作る空間 $L^{2}(\mathscr{Q}, d\mu)$ が $\mathscr{F}(L^{2}(\mathbb{R}^{d}))$ と自然に同型となるものを構成し
よう． $\mathscr{Q}=\mathscr{S}_{\mathbb{R}}(\mathbb{R}^{d})'$ として，$\phi(f)=\langle\phi,$ $f\rangle,$ $f\in \mathscr{S}_{\mathbb{R}}(\mathbb{R}^{d})$ , とすれば，$\phi(f)$ がガウス型にな
る測度 $\mu$ が $\mathscr{Q}$ 上に存在することが知られている．その結果
$\mathbb{E}_{\mu}[|\phi(f)|^{2}]=\frac{1}{2}\Vert f\Vert_{L^{2}(R^{d})}^{2}$
となるから，$\phi(f)$ は $f\in L_{\mathbb{R}}^{2}(\mathbb{R}^{d})$ まで拡大することが出来る．実際 $f\in L_{R}^{2}(\mathbb{R}^{d})$ に対して
$f_{n}arrow f$ となる列 $f_{n}\in \mathscr{S}_{\mathbb{R}}(\mathbb{R}^{d})$ が存在するので $\phi(f)=s-\lim_{narrow\infty}\phi(f_{n})$ として定義で
きる．さて，$\phi(f)$ を確率空間 $(\mathscr{Q}, \Sigma, \mu)$ 上の $f\in L_{\mathbb{R}}^{2}(\mathbb{R}^{d})$ を指数に持つガウス超過程とし
よう．さらに $f\in L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ に対して $\phi(f)=\phi(\Re f)+i\phi(\Im f)$ として $f\in L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ まで拡張
しておく．$L^{2}(\mathscr{Q})\cong \mathscr{F}(L^{2}(\mathbb{R}^{d}))$ がWiener-It\^o-Segal 同型から従い，同様に
$U_{W}\phi(f)U_{W}^{-1}=\Phi(\hat{f}) , f\in L_{R}^{2}(\mathbb{R}^{d})$
となる．ここで，細かな注意をあたえる．一般の $f\in L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ に対しては $\phi(f)$ と $\Phi(\hat{f})$ は
同型にならない．なぜならば，$\phi(f)$ は $f$ について複素線形だが，$\Phi(f)$ は実線形なため．そ
こで，
$\phi_{b}(f)=\frac{1}{\sqrt{2}}\int(a^{*}(k)\hat{f}(k)+a(k)\hat{f}(-k))dk$
とすれば，$\phi(f)$ と $\phi_{b}(f)$ は同型になる．もちろん $f\in L_{\mathbb{R}}^{2}(\mathbb{R}^{d})$ のとき $\Phi(\hat{f})=\phi_{b}(f)$ であ
る．さて，$\phi_{E}(F)$ は確率空間 $(\mathscr{Q}_{E}, \Sigma_{E}, \mu_{E})$ 上の $F\in L_{\mathbb{R}}^{2}(\mathbb{R}^{d+1})$ を指数に持つガウス超過








(1.7) $j_{s}\hat{f}(k_{0}, k)=\frac{e^{-itk_{0}}}{\sqrt{\pi}}\frac{\sqrt{\omega(k)}}{\sqrt{\omega(k)^{2}+|k_{0}|^{2}}}\hat{f}(k)$ .
$f\in L_{R}^{2}(\mathbb{R}^{d})$ に対して $\overline{j_{t}f}=j_{t}f$ だから $j_{t}$ は実を実にうつす．
(1.8) $\hat{\omega}=\omega(-i\nabla)=\sqrt{-\Delta+\nu^{2}}$
とする．
命題 1.5. $t,$ $s\in \mathbb{R}$ に対して，$j_{s}^{*}j_{t}=e^{-|t-8|\hat{\omega}}$ . 特に $j_{t}$ は等長作用素である．
証明:簡単なので省略する．口
$J_{t}:L^{2}(\mathscr{Q})arrow L^{2}(\mathscr{Q}_{E})$ を
(1.9) $J_{t}1_{M}=1_{E}, J_{t}:\phi(f_{1})\cdots\phi(f_{n}) \phi_{E}(j_{t}f_{1})\cdots\phi_{E}(j_{t}f_{n})$ :
で定義する．恒等式 $j_{s}^{*}j_{t}=e^{-|t-s|\hat{\omega}}$ から
(1.10) $J_{t}^{*}J_{s}=e^{-|t-s|U_{W}^{-1}H_{f}U_{W}}$
が従う．ここで $U_{W}^{-1}H_{f}U_{W}$ は $L^{2}(\mathscr{Q})$ の自由ハミルトニアンで，以降 $H_{f}$ と書くことに
する．
命題 1.6. (自由ハミルトニアンの汎関数積分表示)F, $G\in L^{2}(\mathscr{Q})$ とし $t\geq 0$ とする．
このとき $(F, e^{-tH_{f}}G)_{L^{2}(\mathscr{Q})}=(J_{0}F, J_{t}G)_{L^{2}(\mathscr{Q}_{E})}.$
証明: (1.10) から従う．ロユークリッド場のマルコフ性について説明する．$\sigma\subset \mathbb{R}$ に対
して
$U(P)=\overline{\{f\in L_{\mathbb{R}}^{2}(\mathbb{R}^{d+1})|f\in Ran(j_{t}),t\ina\}}$
とおき，射影作用素 $L_{R}^{2}(\mathbb{R}^{d+1})arrow U(a)$ を $e_{\theta}$ で表す．$\Sigma_{\sigma}$ は
$\Sigma_{\theta}=\sigma(\{\phi_{E}(f)\in L^{2}(\mathscr{Q}_{E})|f\in U(a)\})\subset\Sigma.$
一方
命 $=$ { $\Phi\in$ L2( $\mathscr{Q}$E)I $\Phi$は $\Sigma\sigma$可測}
とする． $e_{t}=j_{tJt}:L_{\mathbb{R}}^{2}(\mathbb{R}^{d+1})arrow Ran(j_{t})$ , $t\in \mathbb{R}$ , とすれば $\{e_{t}\}_{t\in \mathbb{R}}$ は射影作用素の族にな
る． $\Sigma_{t}=\Sigma_{\{}t\},$ $\mathscr{E}_{t}=\mathscr{E}_{\{t\}}$ としよう．
補題 1.7. $a\leq b\leq t\leq c\leq d$ とする．次の $(a)-(d)$ が成立する． $(a)e_{a}e_{b}e$。 $=e_{a}e_{c}$ , (b)
$e_{[a,b]}e_{t}e_{[c,d[}=e_{[a,b]}e_{[c,d|},$ $(c)e_{c}e_{b}e_{a}=e_{c}e_{a},$ $(d)e_{[c,d\rfloor}e_{t}e_{[a,b]}=e_{[c,d\rfloor}e_{[a,b]}.$
$E_{t}=J_{t}J_{t}^{*}=\Gamma_{E}(e_{t})$ , $E\rho=\Gamma_{E}(ee)$ , $\Phi\subset \mathbb{R}$ , としよう．
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命題 1.8. (1) Ran$(E_{[a,b]})=\mathscr{E}_{[a,b]}$ .
(2) $E_{[a,b]}E_{t}E_{[c,d]}=E_{[a,b]}E_{[c,d]},$ $E_{[}EE=EEc,d]t[a,b][c,d][a,b]$ 力 $\grave{\grave{\}}}a\leq b\leq t\leq c\leq d$ に対して
成り立つ．
(3) もし $[a, b]\subset[c, d]$ ならば $E_{[a,b]}E_{[c,d]}=E_{[c,d]}E_{[a,b]}=E_{[a,b]}.$
注意 1. 命題 1.8 (1) から $E_{[a,b]}$ は $\Sigma_{[a}$ ,b$]$-可測な $L^{2}(\mathscr{Q}_{E})$ 関数全体への射影である．
$E_{[a,b]}F$ は $\mathbb{E}_{\mu_{E}}[F|\Sigma_{[a,b]}]$ と一致する．また $EtF=\mathbb{E}_{\mu_{E}}[F|\Sigma_{t}]$ . 命題 1.8 (2) は $E_{S},$ $S\in \mathbb{R},$
のマルコフ性とよばれる．
命題 1.9. $F\in \mathscr{E}_{s+t}$ とするとき $\mathbb{E}_{\mu_{E}}[F|\Sigma_{(-\infty,s]}]=\mathbb{E}_{\mu_{E}}[F|\Sigma_{s}]$ が成り立つ．
証明: $\mathbb{E}_{\mu_{E}}[F|\Sigma_{(-\infty,s]}]=E_{(-\infty,s]}F=E_{(-\infty,s]}E_{s+t}F=E_{(-\infty,s]}E_{S}E_{s+t}F$ がマルコフ性か
ら従う． $E_{(-}E=EE=E=E_{8}\infty,s]s(-\infty,s]\{s\}\{s\}$ なので $E_{(-\infty,s]}E_{s}E_{s+t}F=E_{8}E_{s+t}F=$
$E_{s}F=\mathbb{E}_{\mu_{E}}[F|\Sigma_{s}]$がわかる．口
このマルコフ性を使って Feynman-Kac 型汎関数積分表示を構成できる．簡単な例
を紹介しよう．多項式 $P(X)=a_{2n}X^{2n}+a_{2n-1}X^{2n-1}+\cdots+a_{1}X+a_{0}$ で $a_{2n}>0$
とする． $f\in L_{\mathbb{R}}^{2}(\mathbb{R}^{d})$ に対して $H_{I}=:P(\phi(f)):,$ $H_{P}=H_{f}\dotplus H_{I}$ としよう． $e^{-tH_{P}}$
の Feynman-Kac 型汎関数積分表示を形式的に求める．トロッタ積公式から $e^{-tH_{P}}=$




$H_{I}(t/n)$ は $L^{2}(\mathscr{Q}_{E})$ に作用する作用素．$E_{s}$ のマルコフ性からすべての $E_{s}$ を消し去るこ
とができて
$(F, e^{-tH_{P}}G)= \lim_{narrow\infty}(J_{0}F, (\prod_{j=1}^{n}e^{-(tj/n)H_{I}(tj/n)})J_{t}G)=(J_{0}, e^{-\int_{0}^{t}H_{I}(s)ds}J_{t}G,$ $)$
となる．厳密に証明すれば以下のようになる．




証明: $F_{0}=J_{t}F,$ $G_{t}=J_{t}G$ とおく．トロッタ積公式と $e^{-|t-s|H_{f}}=J_{t}^{*}J_{s}$ によって，
$(F, e^{-tH_{P}}G)= \lim_{narrow\infty}(F, (e^{-(t/n)H_{f}}e^{-(t/n)H_{I}})^{n}G)=\lim_{narrow\infty}(F_{0},\prod_{i=1}^{n}(E_{ti/n}R_{i}E_{ti/n})G_{t})$ .
ここで $R_{j}=e^{-(t/n):P(\phi_{E}(\delta_{jt/n}f)):}$ , 等式 $J_{s}\exp(-tH_{I})J_{s}^{*}=E_{s}\exp(-t:P(\phi_{E}(j_{s}f)):)E_{\partial}$
をつかった．よって
$(F_{0}, \prod_{i=1}^{n}(E_{ti/n}R_{i}E_{ti/n})G_{t})=(_{\check{\in 9_{\{0\}}}}F_{0}, E_{t/n}\frac{R_{1}E_{t/n}(E_{2t/n}R_{2}E_{2t/n})\cdots(E_{t}R_{m}E_{t})G_{t}}{\in 9_{[t/n,\ell]}})$
マルコフ性から $E_{t/n}$ を消してもいいから
$(F_{0}, \prod_{i=1}^{n}(E_{ti/n}R_{1}E_{ti/n})G_{t})=(_{\in\check{9_{[0,t/\mathfrak{n}]}}}R_{1}F_{0}, E_{t/n}\frac{(E_{2t/n}R_{2}E_{2t/n})\cdots(E_{t}R_{m}E_{t})G_{t}}{\in 9_{[2t/n,t]}})$
同様に $E_{t/n}$ も消していいので
$(F_{0}, \prod_{i=1}^{n}(E_{ti/n}R_{1}E_{ti/n})G_{t})=(R_{1}F_{0}, E_{2t/n\frac{R_{2}E_{2t/n}\cdots(E_{t}R_{m}E_{t})G_{t}}{\in 8_{[2t/n,t]}}1}$
帰納的に全ての $E_{s}$ を消していいから
$(F, e^{-tH_{P}}G)= \lim_{narrow\infty}(F_{0}, R_{1}\cdots R_{m}G_{t})=(F_{0}, e^{-\int_{0}^{t}H_{I}(s)ds}G_{t})_{L^{2}(\mathscr{Q})}.$
口
$e^{\phi_{E}(h)}$ はもちろん有界作用素ではない．しかし，$J_{t}\Phi J_{s},$ $t\neq s$ , は有界作用素でその作用
素ノルムは $\Vert J_{t}\Phi J_{s}\Vert\leq\Vert\Phi\Vert_{L^{1}(\mathscr{Q})}$ となる．特に $J_{0}^{*}e^{\phi_{E}(h)}J_{t}$ は有界作用素で $\Vert J_{0}^{*}e^{\phi_{E}(h)j_{t}\Vert}\leq$
$e^{||h||^{2}/4}$ となる．
\S 2. Nelson 模型
Nelson 模型はスカラー場とシュレディンガー方程式に従う非相対論的な粒子が線形
の相互作用をする模型である．E. Nelsonは 1964年に今日 Nelson模型といわれるものを
厳密に定義し [Ne164], UV くりこみを行って厳密に紫外切断のない自己共役作用素を定義
した．
\S 2.1. Fock 空間上の Nelson 模型
空間次元を $d$ とする． $L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ 上の Fock 空間を簡単に $\mathscr{F}$ とおき，Nelson 模型の状態
ベクトルのなす Hilbert 空間は $\mathscr{H}_{N}=L^{2}(\mathbb{R}^{d})\otimes$夕で与えられる．
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仮定 2.1. Dispersion relation: $\omega=\omega(k)=\sqrt{|k|^{2}+v^{2}},$ $\nu\geq 0.$
荷電分布: $\varphi:\mathbb{R}^{d}arrow \mathbb{R},$ $\overline{\hat{\varphi}(k)}=\hat{\varphi}(-k)=\hat{\varphi}(k)$ , $\hat{\varphi}/\sqrt{\omega}\in L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ , $\hat{\varphi}/\omega\in L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ .
ポテンシャル: $H_{p}=-\Delta/2+V$ で $V=V_{+}-V_{-}$ は Kato分解可能．
以降，断らない限りは仮定 2.1を仮定する．$\mathscr{H}_{N}$ を $\mathscr{F}$ 値 $L^{2}$ 関数の空間と同一視する．
$\mathscr{H}_{N}\cong\int_{R^{d}}^{\oplus}\mathscr{F}dx=\{F:\mathbb{R}^{d}arrow\mathscr{F}\int_{\mathbb{R}^{d}}\Vert F(x)\Vert_{\mathscr{F}}^{2}dx<\infty\}.$
$H_{I}(x)$ , $x\in \mathbb{R}^{d}$ , を
$H_{I}(x)= \frac{1}{\sqrt{2}}\{a^{*}(\hat{\varphi}e^{-ikx}/\sqrt{\omega})+a(\tilde{\hat{\varphi}}e^{ikx}/\sqrt{\omega})\}$
で定める．ここで $\tilde{\hat{\varphi}}(k)=\hat{\varphi}(-k)$ , $\overline{\hat{\varphi}(k)}=\hat{\varphi}(-k)$ なので $H_{I}(x)$ は対称作用素で $\mathscr{F}$ の有
限粒子部分空間上で本質的に自己共役になる．$H_{I}(x)$ の自己共役拡大を $\overline{H_{I}(x)}$ とかく．相
互作用項 $H_{I}$ は $H_{I}= \int_{\mathbb{R}}^{\oplus}\overline{{}_{d}H_{I}(x)}dx$ で定める．これは $(H_{I}\Psi)(x)=\overline{H_{I}(x)}\Psi(x)$ のように作
用し，
$D(H_{I})=\{\Psi\in \mathscr{H}_{N}|\Psi(x)\in D(\overline{H_{I}(x)}) , x\in \mathbb{R}^{d}\}$
となる．自由ハミルトニアンは $H_{f}=d\Gamma(\omega)$ で与えられる．




命題 2.3. (自己共役性) $\varphi\hat{}$ , $\hat{\varphi}/\sqrt{\omega}\in L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ とする．このとき
(1) $H_{0}=H_{p}\otimes 1+1\otimes H_{f}$ は $D(H_{0})=D(H_{p}\otimes 1)\cap D(1\otimes H_{f})$ 上非負自己共役である．
(2) $H$ は $D(H_{0})$ 上自己共役である．さらに $H_{0}$ の任意の芯で本質的自己共役である．
証明: この証明は基本的である．
$\Vert\overline{H_{I}(x)}\Psi\Vert_{\mathscr{F}}\leq(2\Vert\hat{\varphi}/\sqrt{\omega}\Vert+\Vert\hat{\varphi}\Vert)\Vert(H_{f}+1)^{1/2}\Psi\Vert_{\mathscr{F}}, \Psi\in D(H_{f})$ ,
が $x\in \mathbb{R}^{d}$ ごとに成り立つ．よって $\Phi\in D(1\otimes H_{f})$ に対して，





なので，Kato-Rellich の定理から $H$ が $D(H_{0})$ 上自己共役で，$H_{0}$ の任意の芯上本質的自
己共役になることがわかる．口
\S 2.2. 汎関数空間上の Nelson 模型




$\tilde{H}_{I}=\int_{\mathbb{R}^{d}}^{\oplus}\phi(\tilde{\varphi}(\cdot-x))dx$ とする．つまり $\tilde{H}_{I}:F(x, \phi)\mapsto\phi(\tilde{\varphi}(\cdot-x))F(x, \phi)$ となるかけ算
作用素．また $L^{2}(Q)$ 上の自由ハミルトニアンは Hf $=\theta$WHf$\theta$謡だった．
定義 2.4. (Nelson ハミルトニアン)L2 $(\mathbb{R}^{d})\otimes L^{2}(Q)$ 上の Nelson ハミルトニアンは
$H=H_{p}\otimes 1+1\otimes H_{f}+\tilde{H}_{I}$
で定義する．
$H_{p}$ の作用する Hilbert 空間も基底状態変換で変換する．基底状態変換は
$U_{\varphi_{p}}:L^{2}(\mathbb{R}^{d}, dN_{0})arrow L^{2}(\mathbb{R}^{d}, dx) , f\mapsto\varphi_{p}f,$
だった．$P_{0}=N_{0}\otimes\mu$ とおけば，これは $\mathbb{R}^{d}\otimes \mathscr{Q}$ 上の確率測度になる．$L^{2}(\mathbb{R}^{d}\otimes \mathscr{Q}, dP_{0})$ と
$\mathscr{H}_{N}$ は
$U_{\varphi_{p}}\otimes U_{W}:\mathscr{H}_{N}arrow L^{2}(\mathbb{R}^{d}\otimes \mathscr{Q}, dP_{0})$
によってユニタリー同値になる．簡単のために $L^{2}(\mathbb{R}^{d}\otimes \mathscr{Q}, dP_{0})$ を $L^{2}(P_{0})$ , $L^{2}(\mathbb{R}^{d}, dN_{0})$
を $L^{2}(N_{0})$ で表す．
定義 2.5. (Nelson ハミルトニアン)L2 $(P_{0})$ 上の Nelson ハミルトニアンを
$L=L_{p}\otimes 1+1\otimes H_{f}+\tilde{H}_{I}$
で定義する．
もちろん，$H$ と $L$ はユニタリー同値である．以降 $\tilde{H}_{I}$ を簡単に $H_{I}$ と書くことにする．
\S 2.3. Feynman-Kac 型汎関数積分表示
$e^{-tH}$ の Feynman-Kac 型汎関数積分表示を求めよう．ここではブラウン運動 $(B_{t})_{t\geq 0}$
による構成と，$H_{p}$ に付随した $P(\phi)_{1}$ 過程 $(X_{t})_{t\geq 0}$ による構成を紹介する．
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定理 2.6. (ブラウン運動による構成) $F,$ $G\in \mathscr{H}_{N}$ とする．このとき，
$(F, e^{-tH}G)_{\mathscr{H}_{N}}= \int_{\mathbb{R}^{d}}dx\mathbb{E}_{W}^{x}[e^{-\int_{0}^{t}V(B_{\epsilon})ds}(J_{0}F(B_{0}),$ $e^{-\phi_{E}(\int_{0}^{t}j_{s}\tilde{\varphi}(\cdot-B_{s})d_{8})}J_{t}G(B_{t}))].$
ここで $F,$ $G\in \mathscr{H}_{N}$ は $L^{2}(\mathscr{Q}_{E})$ 値 $L^{2}$ 関数とみなされている．
証明: $V\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{d})$ と仮定する．トロッタ積公式と $e^{-|t-s|H_{f}}=J_{t}^{*}J_{s}$ から
$(F, e^{-tH}G)= \lim_{narrow\infty}(F, (e^{-(t/n)H_{p}}e^{-(t/n)H_{I}}e^{-(t/n)H_{f}})^{n}G)$
$= \lim_{narrow\infty}\int_{\mathbb{R}^{d}}dx\mathbb{E}_{W}^{x}[e^{-\Sigma_{j}^{n}\frac{t}{n}V(B_{t})}n=0\dot{\lrcorner}(J_{0^{F(B_{0}),e^{-\Sigma_{j}^{n}\frac{t}{n}\phi_{E}(j_{t}\overline{\varphi}(\cdot-B_{t}))_{J_{t}G(B_{t}))]}}}}n\dot{n}.$
$s\mapsto j_{s}\tilde{\varphi}(\cdot-B_{s})$ は $\mathbb{R}arrow L_{\mathbb{R}}^{2}(\mathbb{R}^{d+1})$ の写像として殆ど至るところ強連続であることを注意
しておく．その結果，$S\mapsto\phi_{E}(j_{s}\tilde{\varphi}(\cdot-B_{s}))$ も写像 $\mathbb{R}arrow L^{2}(\mathscr{Q}_{E})$ として強連続になる．よっ
て定理が従う．$V$ が Kato 分解できるときは簡単な極限操作によって証明できる 口
定理 2.7. ($P(\phi)_{1}$ 過程による構成) $F,$ $G\in L^{2}(P_{0})$ とする．このとき，
$(F, e^{-tL}G)_{L^{2}(P_{0})}=\mathbb{E}_{\mathcal{N}_{0}}[(J_{0}F(X_{0}), e^{-\phi_{E}(\int_{0}^{t}j_{\theta}\tilde{\varphi}(\cdot-X_{s})d_{8})_{j_{t}G(X_{t}))]}}.$
証明: 証明は定理 2.6と同じである 口
定理 2.6, 2.7の Feynman-Kac型汎関数積分表示は目的にあわせて使い分けられる．例




量子論では電子は点と考えられるので，電荷の分布を表す $\varphi(x)$ は $\varphi(x)=\delta(x)$ とみな
される．これは
$\int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{|\hat{\varphi}(k)|^{2}}{\omega(k)}dk=\infty (\hat{\varphi}(k)=(2\pi)^{-d/2})$
を意味する．これを紫外発散という．数学的に厳密に $H$ を定義するためには $\hat{\varphi}$ に




となる．これを赤外発散という．物理的な理解では $H$ の基底状態 $\Psi_{g}$ のボゾン数の期待値








定義 2.8. (赤外正則条件と赤外特異条件)IIR $<\infty$ を赤外正則条件といい，$I_{IR}=\infty$
を赤外特異条件という．
(1) $\omega(k)=|k|,$ $\hat{\varphi}(k)=1_{\{\kappa<|k|<\Lambda\}},$ $d=3$ とする． $\kappa$ と $\Lambda$ は夫々赤外切断パラメター，紫
外切断パラメターといわれる．$\kappa=0$ のとき赤外特異条件をみたし，$\kappa>0$ のとき赤外
正則条件をみたす．
(2) $\varphi>0$ かつ $\varphi\in L^{1}(\mathbb{R}^{d})$ とする．$d\leq 3$ のとき IIR $=\infty$ になる．
(3) $\omega(k)=\sqrt{|k|^{2}+\nu^{2}},$ $\hat{\varphi}(k)=g1_{\{|k|<\Lambda\}}$ のときは赤外正則条件をみたす．





ここで $F\in \mathscr{H}_{N}$ は $F>0$ なるベクトル．
系 2.9. ( $P(\phi)_{1}$ 過程による真空期待値) $f,$ $g\in L^{2}(N_{0})$ とする．このとき $T>0$ に対
して
$(f\otimes 1, e^{-TL}g\otimes 1)_{L^{2}(P_{0})}=\mathbb{E}_{\mathcal{N}_{0}}[\overline{f(X_{0})}g(X_{T})e^{\frac{1}{2}\int_{0}^{T}ds\int_{0}^{T}dtW(X_{\epsilon}-X_{t},s-t)]}.$
ここで
(2.2) $W(x, t)= \int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{|\hat{\varphi}(k)|^{2}}{2\omega(k)}e^{-ik\cdot x}e^{-\omega(k)|t|}dk.$
証明: $I \tau=\int_{0}^{T}j_{s}\tilde{\varphi}(\cdot-X_{8})ds$ とおく．このとき








定義 2.10. (ペアポテンシヤ) $\triangleright$)W$(x, t)= \int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{|\hat{\varphi}(k)|^{2}}{2\omega(k)}e^{-ik\cdot x}e^{-\omega(k)|t|}dk$ は Nelson 模型
に付随するペアポテンシャルといわれる．
系 2.11. (ブラウン運動による真空期待値) $f,g\in L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ とする．このとき $T>0$ に
対して




$g$ を結合定数として，$H_{g}=H_{0}+gH_{I}$ とおこう．Nelson 模型を例に埋蔵固有値につい
て説明する．$V(x)=-1/|x|$ としよう．このとき，
$(H_{p})=\{E_{j\}_{j=0}^{\infty}}\cup[0, \infty) , E_{0}\leq E_{1}\leq\cdots<0,$
となる．$\sigma(H_{f})=\{0\}\cup[\nu, \infty)$ , $\sigma_{p}(H_{f})=\{O\}$ であるから，非結合ハミルトニアン $H_{p}+H_{f}$
のスペクトルは
$\sigma(H_{p}+H_{f})=[E_{0}+\nu, \infty)\cup\{E_{j}\}_{j=0}^{\infty}$
となる．$0<\nu$ が十分小さければ図 1のように点スペクトル $\{E_{j}\}_{j=0}^{\infty}$ の一部は連続スペ





定義 3.1. (解析族)R を $\mathbb{C}$ の開集合とする． $\{H_{g}, g\in R\}$ は閉作用素の族 (自己共役
作用素とは限らない) で $\rho(H_{g})\neq\emptyset$ とする．次の (1), (2) をみたすとき $\{H_{g}, g\in R\}$ を
$A$ 型の解析族という．(1) ある稠密な $\mathcal{D}$ が存在して $D(H_{g})=\mathcal{D},$ $g\in R$ , をみたす．(2)
$H_{g}u,$ $u\in \mathcal{D}$ , が $g$ について強解析的である
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命題 3.2. $H_{g}$ を $g=0$ の近傍で $A$ 型の解析族とする．$E$ を多重度 $m$ の $H_{0}$ の離散
固有値とする．このとき $H_{9}$ の離散固有値 $E^{(1)}(g)$ , $E^{(r)}(g)$ で次をみたすものが存在
する．(1) $E=E^{(k)}(0)$ , $k=1,$ $r$ . (2) $E^{(1)}(g)$ , $E^{(r)}(g)$ の多重度の和は $m$ . (3) 各
$E^{(r)}(g)$ に対してある $p\in \mathbb{N}\cup\{0\}$ が存在して $E^{(r)}(g)$ は $g^{1/p}$ の解析関数．(4) $H_{g}$ が
$g\in \mathbb{R}$ で自己共役作用素ならば $E^{(r)}(g)$ は $g$ の解析関数．
$\nu>0$ のとき，命題 3.2より $|g|\ll 1$ で $E_{0}(g)$ は離散固有値であり $g$ について解析的
であることがわかる．特に $E_{0}(g)$ は $H$ の基底状態である．しかし $\nu=0$ のときは様相
が一変する．このときは図 2のように $E_{0}$ が埋蔵固有値になる．そのため $|g|\ll 1$ でも






この章では $H$ の基底状態の存在を $P(\phi)_{1}$ 過程による Feynman-Kac型汎関数積分表示
を応用して示す．基底状態が存在すればその一意性はすぐに分かる．
系 3.3. (一意性) $H$ が基底状態をもつと仮定する．このとき基底状態は一意的である．
証明: 恒等的にゼロではない $F\geq 0,$ $G\geq 0$ に対して Feynman-Kac 型汎関数積分表示と
$J_{t}$ の正値保存性から $(F, e^{-tL}G)>0$ が正値改良型作用素であることが分かる．よって
Perron-Frobenius定理から題意が従う．口
$\Sigma_{p}$ を $H_{p}$ の本質的スペクトルの下限とする．
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補題 3.5. $f\in L^{2}(\mathbb{R}^{d})$ は連続で $f(x)>0$ としよう．このとき
$\lim_{Tarrow\infty}\frac{(f\otimes 1,e^{-(T+t)H}f\otimes 1)}{(f\otimes 1,e^{-TH}f\otimes 1)}=e^{-tE}.$
証明: もし $Q$ が $\mathbb{R}$ 上の測度で $infsupp(Q)=E(Q)$ ならば，
$E(Q)=- \lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}\ln(\int e^{-Tx}Q(dx))$ ,
$\tauarrow\infty hm\frac{\int e^{-(T+t)x}Q(dx)}{\int e^{-Tx}Q(dx)}=e^{-tE(Q)}$
が成り立つ．$H$ の $f\otimes 1$ に関するスペクトル測度を $\mu_{f\otimes 1}$ とする．スペクトル測度 $\mu_{f\otimes 1}$
に応用すると $infsupp(\mu_{f\otimes 1})=E(\mu_{f}\otimes n)=E$ を示せばいい．
$\mathscr{G}=\{F\in \mathscr{H}_{N}$ suppF $\subset\bigcup_{N,M>0}B_{N}(\mathbb{R}^{d})\cross B_{M}(\mathscr{Q})\}$
とする．ここで $B_{N}(\mathbb{R}^{d})$ と $B_{M}(\mathscr{Q})$ は $\mathbb{R}^{d}$ と $\mathscr{Q}$ の原点を中心にした半径 $N$ と $M$ のボー
ルを表す．$\mathscr{G}$ は $\mathscr{H}_{N}$ で稠密．$g\in \mathscr{G}$ とする．$e^{-tH}$ は正値保存作用素なので
$(g, e^{-TH}g)\leq(|g|, e^{-TH}|g|)\leq C^{2}(f\otimes 1, e^{-TH}f\otimes 1)$ .
$6.\mathscr{G}\#JD(H\vee$
こで





なので $E(\mu_{f\otimes 1})\geq E=inf\{E(\mu_{9})|g\in \mathscr{G}\}\geq E(\mu_{f\otimes 1})$ .
これから $E(\mu_{f\otimes 1})\leq E(\mu_{g})$ が全ての $9\in \mathscr{G}$ でわか
よって $E=E(\mu_{f\otimes 1})$ . 口
$\varphi_{p}$ を $H_{P}$ の正規化された正の基底状態として
$\Psi_{g}^{T}=\frac{e^{-TH}(\varphi_{p}\otimes 1)}{\Vert e^{-TH}(\varphi_{p}\otimes 1)\Vert}$
とする． $\Vert\Psi_{g}^{T}\Vert=1$ なので，$\Psi_{g}^{T}$ は部分列 $\Psi_{g}^{T'}$ で $\Psi_{g}^{T'}$ があるベクトル $\Psi_{g}^{\infty}$ に弱収束する
ものが存在する．$T'$ を改めて $T$ と書くことにする．心の中では $\Psi_{g}^{T}$ が基底状態の近似列
だと思っている．




i $\infty\gamma(T)=a$ とする．$a>0$ な
らば $H$ の基底状態は存在し，$a=0$ なら基底状態は存在しない．
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証明: $\inf\sigma(H)=0$ と仮定する．$a=0$ とする．基底状態 $\Psi_{g}$ が存在すると仮定する．そうす
ると強収束の意味で $\lim_{Tarrow\infty}e^{-TH}=1_{\{0\}}(H)$ となる． $\Psi_{g}$ は正なので，$a=(\varphi_{p}\otimes 1, \Psi_{g})>0$
となるから，$a=0$ に矛盾する．よって基底状態は存在しない．
次に $a>0$ と仮定する．このとき十分大きな全ての $N$ に対して $\epsilon\leq\sqrt{\gamma(T)}$ が成り立




ここで，両辺で $Tarrow\infty$ とすれば，右辺の第 2項が消えるから，$\sqrt{\epsilon}\leq(E([0, \delta])^{1/2}$ . さらに
$\delta\downarrow 0$ とすれば
$\sqrt{\epsilon}\leq E(\{0\})^{1/2}.$
よって $\{0\}$ は重みを持つから基底状態が存在する． $\square$
系 3.7. $\Psi_{g}^{\infty}\neq 0$ は $H$ が基底状態をもっための必要十分条件である．
証明: $\Psi_{g}^{T}$ は非負なので，弱収束の極限 $\Psi_{g}^{\infty}$ も非負．その結果，もし $\Psi_{g}^{\infty}\not\equiv 0$ ならば
$\lim_{Tarrow\infty}\gamma(T)=(1, \Psi_{g}^{\infty})^{2}>0$ . よって命題 3.6から系が従う．□
定理 34の証明: $\varphi_{p}\otimes 1$ を簡単に $\varphi_{p}$ とかこう．系 3.7から $\Psi_{g}^{T}$ の弱極限が非ゼロで
あることをいえばいい．
(3.3) $S_{[a,b]}= \frac{1}{2}\int_{a}^{b}d_{\mathcal{S}}\int_{a}^{b}W(X_{s}-X_{t}, s-t)dt$
とする．$f(T, t)=(\Psi_{g}^{T}, (e^{-tH_{p}}\otimes P_{0})\Psi_{g}^{T})$ とおく．ここで瑞は $1\in L^{2}(\mathscr{Q})$ への射影であ
る．次が成立することを示す:
(3.4) $\lim_{Tarrow}\inf_{\infty}f(T, t)\geq\exp(-t(E+\int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{|\hat{\varphi}(k)|^{2}}{2\omega(k)^{2}}dk)-\int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{|\hat{\varphi}(k)|^{2}(1+e^{-t\omega(k)})}{2\omega(k)^{3}}d$ん$)$ .
これを示すために次のように書き換える:
$f(T, t)= \frac{(\varphi_{p},e^{-TH}(e^{-tH_{p}}\otimes P_{0})e^{-TH}\varphi_{p})}{(\varphi_{p},e^{-(2T+t)H}\varphi_{p})}\frac{(\varphi_{p},e^{-(2T+t)H}\varphi_{p})}{(\varphi_{p},e^{-2TH}\varphi_{p})}.$
第 2項の比は $e^{-Et}$ に収束する (Lemma3.5). 第 1項の比を $g(T, t)$ とおく．これを $P(\phi)_{1}$
過程で汎関数積分表示する．分母は $\mathbb{E}_{\mathcal{N}_{0}}[e^{S[-T,T+t]}]e^{-(2T+t)E_{p}}$ . ここで $(X_{t})_{t\geq 0}$ のシフ
ト不変性をつかった．分子は $h_{T}(x)=(1, e^{-TH}\varphi_{p})_{L^{2}(\mathscr{Q})}(x)$ とすれば
$(\varphi_{p}, e^{-TH}(e^{-tH_{p}}\otimes P_{0})e^{-TH}\varphi_{p})=(h_{T}, e^{-tH_{P}}h_{T})_{L^{2}(R^{d})}$
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$S_{\Delta}=S[-T, 0]+S[t, T+t]-S[-T, T+t].$
図 3.2からわかるように $S_{\Delta}$ は $A\sim F$ の領域の積分に分けられる．夫々
$A+B=2 \int_{-T}^{0}\int_{0}^{\tau} C=\int_{0}^{t}\int_{0}^{t}, D+E=2\int_{0}^{t}\int_{t}^{\tau+t} F=\int_{T}^{\tau+t}\int_{-T}^{0}$





Figure 3. $S_{\Delta}$ の積分領域
となる．$g(T, t)$ の分母と分子を比べて
$g(T, t) \geq\exp(-t\int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{|\hat{\varphi}(k)|^{2}}{2\omega(k)^{2}}dk-\int_{R^{d}}\frac{|\hat{\varphi}(k)|^{2}(1+2e^{-t\omega(k)})}{2\omega(k)^{3}}d$ん$)$ .
これで (3.4) が示せて，$\lim\inf_{Tarrow\infty}\Vert e^{-tH_{p}/2}\otimes P_{0}\Psi_{g}^{T}\Vert$ が非ゼロであることがわかった．あ
ともう一息．$\Psi_{g}^{T}$ がゼロに収束しないことをいうために $e^{-tH_{p}/2}\otimes P_{0}$ をコンパクト作用素




が強収束する．一方 $e^{-tH_{p}}1_{(\Sigma_{p}-\delta,\infty)}(H_{p})$ のノルムは有界で $e^{-tH_{p}}1_{(\Sigma_{p}-\delta,\infty)}\leq e^{-t(\Sigma_{p}-\delta)}.$
その結果
$(\Psi_{g}^{\infty}, (e^{-tH_{p}}1_{[E_{p},\Sigma_{p}-\delta]}(H_{p})\otimes P_{0})\Psi_{g}^{\infty})$
$=\tauarrow\infty hm\{(\Psi_{g}^{T}, (e^{-tH_{p}}\otimes P_{0})\Psi_{g}^{T})-(\Psi_{g}^{T}, (e^{-tH_{p}}1_{(\Sigma_{p}-\delta,\infty)}(H_{p})\otimes P_{0})\Psi_{g}^{T})\}$
そして
$(\Psi_{g}^{\infty}, (e^{-tH_{p}}1_{[E_{p},\Sigma_{p}-\delta]}(H_{p})\otimes P_{0})\Psi_{g}^{\infty})\geq e^{-t(E+C)-C(t)}-e^{-t(\Sigma_{p}-\delta)}$
$=e^{-t(E+C)}(e^{-C(t)}-e^{-t(\Sigma_{p}-\delta-E-C)})$ .
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のとき $\Psi_{g}^{\infty}$ が非ゼロであることがわかる．最後に (3.5) を $E_{p}$ を含む形に変える．これは
不等式
(3.6) $E \leq E_{p}-\int_{\mathbb{R}^{d}}\frac{|\hat{\varphi}(k)|^{2}}{2\omega(k)(\omega(k)+|k|^{2}/2)}dk$
から得られる．この不等式は Lemma3.8で示す．(3.6) と (3.5) から証明が完了する．口
補題 3.8. (3.5) が成り立つ．
証明: $P_{f}=dr(k)$ は夕の運動量作用素で $\psi_{f}=e^{ix\otimes P_{f}}\varphi_{p}(x)\otimes e^{-i\Pi(f)}\Omega$ と定義する．こ




$f$ は $f(-k)=f(k)$ とする．このとき (3.7) の右辺第 2項は $( \int k|f(k)|^{2}dk)^{2}=0$ , そして
最後の項は $\int_{\mathbb{R}^{d}}(\omega(k)+\frac{1}{2}|k|^{2})(|f(k)+\Phi(k)|^{2}-\Phi^{2}(k))dk$ . ここで
$\Phi(k)=-\frac{\hat{\varphi}(k)}{\sqrt{2\omega(k)}(\omega(k)+|k|^{2}/2)},$
$f(k)=\Phi(k)$ とおけば (3.5) をえる 口
系 3.9. $\omega(k)=|k|$ とし，$\hat{\varphi}(k)=g1_{\{\kappa<|k|<\Lambda\}}$ で $g\in \mathbb{R}$ と仮定する．さらに赤外正則条
件 $I_{IR}<\infty$ を仮定し $\sigma(H_{p})$ は離散固有値だけからなるとする．このとき任意の $0<\kappa<\Lambda$
と $g\in \mathbb{R}$ に対して，$H$ は一意的な基底状態をもつ．
証明: $\Sigma_{p}-E_{p}=\infty$なので定理 3.4から系が従う．口
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